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摘要: 考虑非定常 Prandtl方程组整体弱解的存在性.引进 Crocco变换, 将 Prandtl方程组( 1)、( 2)转化成一个初边值
问题( 3) . 通过对问题( 3)的正则化问题作一致估计,类似文 Xin Zhang 或 Zhang Zhao 的方法可证明整体弱解的存在
性.这改进已有的 Prandtl方程组存在整体 BV 弱解的条件.
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考虑研究非定常边界层问题的 Prandtl方程组
ut + uux + vuy = uy y - Px ,
ux + vy = 0.
(1)
u(0, x , y ) = u0( x , y ) , u( t , 0, y ) = u1( t , y ) ,
v( t , x , 0) = v0( t , x ) ,
u( t , x , 0) = 0, lim
y  
u( t , x , y ) = U( t , x ) .
(2)
其中( t , x , y ) ! D ∀ {0 < t < T, 0 < x < L , 0 <
y <  } , 是粘性常数, P 与 U满足:
Px + UUx + Ut = 0.
引进 Crocco 变换,
= t ,  = x , ! =
u
U
; w ( ,  , !) =
uy( t , x , y )
U( t , x )
.
并假设 = 1,则式(1)、(2) 可化为
w + !Uw + Aw! + Bw - w
2
w !! = 0,
ww! - v0w + ( U + U
- 1
U ) = 0, != 0,
w (0,  , !) = w 0(  , !) , w ( , 0, !) = w 1( , !) ,
w ( ,  , 1) = 0.
(3)
其中( ,  , !) ! ∀ ∀ {0 < < T , 0 <  < L , 0 <
!< 1} ,且
A = (1 - !2) U + (1- !) U
- 1
U ,
B = !U + U
- 1
U .
w 0(  , !) ∀
u0y
U(0, x ) , w 1( , !) ∀
u1y
U( t , 0) .
文献[ 1] 证明了非定常牛顿流及拟可塑流边界
层问题局部古典解的存在性;文献[ 2] 在假设(H ) U
> 0, U + U
- 1
U #0; v0 ∃ 0条件下证明了非定常牛
顿流边界层问题整体 BV解的存在性; Zhang Zhao的
文章 % 在类似文献[ 2] 的假设下证明非定常拟可塑
流边界层问题整体 BV 解及可膨胀流边界层问题局
部BV解的存在性及惟一性.在上述文章中为了保证





的假设(H ) 进行弱化, 即考虑允许 - Px =
UUx + Ut变号的情形.
为此,考虑问题(3) 的正则化问题(4) :
w + !Uw + Aw! + Bw - ( w
2
+ #) w !! -
#( w 2 + #) w  = 0,
ww!- v0w + ( U + U
- 1
U ) = 0, != 0,
w (0,  , !) = w0#(  , !) ,
w ( , 0, !) = w 1#( , !) ,
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( i) C- 10 (1 + #- !) ∃ w 0#, w1#, w 2# ∃
C0(1 + #- !) ,
( ii) v0 ∃ 0, U + U- 1 U 在(0, T ) & (0, L ) 上变
号,
成立,则问题(4) 的解 w#满足





w# ∃ C (1+ #- !) e% .
其中 C, ∃, %是与#无关的正常数.
证明 先证明不等式的左端(为了方便起见省
略 #) .令 w = we
- ∃
,则 w 满足:
w + !Uw + Aw!+ ( B + ∃) w -
(w
2
+ #) w! ! - #( w
2
+ #) w  = 0 (5)






选取 ∃充分大使得B+ ∃> 0,则由假设( i) , 式
(5) 及极值原理可知, w不能在 = 0,  = 0,  = L ,
!= 1及 ∀内部取得负的极小.若w 在!= 0取得负
的极小,则此时 w! # 0.由式(6) 及( ii) ,在 w 的极小
值点有:
v0w ∃ ( U + U- 1 U ) e- ∃ ,
由此得出
w # min( v0- 1( U + U- 1 U ) e∃ ) .
现证明不等式的右端,为此令
V = C (1+ #- !) e% ,
选取 %, C 充分大,则有
L ( V) ∀ V + !UV + AV!+ BV -
( V
2
+ #) V! !- #( V
2
+ #) V  =





BC(1 + #- !) e% =
Ce
%
(1+ #- !) ( %-
A
1 + #- !
+ B ) > 0,





(1+ #) - Ce
%
(1+ #) v0 +
( U + U
- 1
U ) < 0.
令 Z = V - w ,则 Z 满足:
Z + !UZ + AZ!+ BZ - (w
2
+ #) Z!! -
#( w
2
+ #) Z  > 0,
VZ! + (w! - v0) Z < 0, != 0.
再令 Z = Pe- &1 !+ &2 ,则 P 满足:
P + !UP + [ 2&1( w
2
+ #) + A ] P! +




+ #) ] P -
(w
2
+ #) ( P! !+ #P  ) > 0,
VP! - ( &1V - w! + v0) P < 0, != 0.
选取 &1( #) , &2( #) 充分大,使得:
&1 V - w !+ v 0 > 0, != 0.




+ #) > 0.
注意到,若 C选取足够大,则 P | = 0, P |  = 0, L,
P | != 1 # 0. 因此由极值原理可得到P #0在 ∀中,
即有 Z # 0, w# ∃ C(1 + #- !) e% 在 ∀ 中.




U #- C2 e- 2% ( ∃- 1) + Cv0e- % ,
Ce
∃ ∃ C0- 1,
时,问题(4) 的解 w#满足:
w# # Ce∃!- % ( 1+ #- !) ,
其中 C0 为引理 1( i) 中的常数.
证明 为证明引理 2,令




V | = 0 ∃ w0#, V |  = 0 ∃ w1#,
V |  = L ∃ w 2#, V | != 1 ∃ #.
选取 %适当大, ∃> (1+ #)- 1,则
L ( V) ∀ V + !UV + AV! + BV -
( V
2
+ #) V!! - #( V
2
+ #) V  =
C (1+ #- !) e∃!- % [- %+ ∃A -
A
1 + #- !
+ B ] - ( V
2
+ #) [ ∃2(1+
#- !) - 2∃] Ce∃!- % ∃
C (1+ #- !) e∃!- % {- %+ ∃A -
A
1 + #- !




1 + #- !} < 0,
l ( V ) | != 0 ∀ VV!- v 0V + ( U + U- 1 U ) =
(1+ #) ( Ce- % ) 2[ ∃(1+ #) - 1] -
v0 C(1+ #) e
- %
+ ( U + U
- 1
U ) > 0 (7)
令 Z = V - w ,则有
Z + !UZ + AZ! + [ B - (w + V) Vm ] Z -
(w
2
+ #) ( Z! !+ #Z  ) < 0,
l ( V ) - l( w ) = VZ!+ ( w!- v 0) Z > 0, != 0.
类似引理1的证明即可证明 Z ∃ 0.因此,
w # Ce∃!- % (1 + #- !) .
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引理 3 假设引理 1中的条件( i) 成立, U +
U
- 1
U > 0且允许 v0变号,则问题(4) 的解w#满足:
C
- 1
( T) (1+ #- !) ∃ w# ∃ C(T ) (1+ #- !) .
证明 只需注意到在下界估计中,当 v0 变号,
U + U
- 1






定理 1 在引理2, 3的假设下,问题(3) 存在惟
一的整体 BV 弱解.
参考文献:
[ 1] Oleinik O A, Samokhin V N .M athematical Models in Bound
ary Layer Theory[ M] .USA: Chapman and Hall/ CRC, 1999.
[ 2] Xin Z, Zhang L. On the global ex istence of solutions to the
Prandtl∋ s system [ J] . Adv . in Mathematics, 2004, 181: 88 -
133.
[ 3] Lady znskaja O A, Solonnikov V A, Uralceva N N. Linear
and Quasilinear Equations of Parabolic Type[M ] . USA: Amer
ican Mathematical Society providence, rhode island, 1969.
On the Global Existence of Weak Solutions to
the Prandtl∋ s System
ZHANG Jian wen, ZHAO Jun ning
( School of Mathematical Science, Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)
Abstract: In this paper, we consider the global existence of weak solut ions to the non stat ionary Prandtl∋ s system ( 1)、
(2) . However, we consider the initial boundary problem ( 3) instead of the Prandtl∋ s system via Crocco transformation
and obtain some uniform estimates of the solutions to the regularized problem of ( 3) under some assumptions. Similar to
the argument in the paper by Xin Zhang or the paper by Zhang Zhao, we can prove the global existence of weak solutions
and the conditions for the global existence have been improved.
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